STUCTURES DU CUBE ET FIBRES D'INTERSECTION 



FRANgOIS DUCROT 

Abstract. We define the notion of a hypercube structure on a functor between two strictly 
commutative Picard categories which generalizes the notion of a cube structure on a Gm- 
torsor over an abelian scheme. We use this notion to define the intersection bundle 
O ' Ix/s{L\, ■ ■ ■ , L„+i) of n + 1 line bundles on a relative scheme X/S of relative dimension n 

and to construct an additive structure on the functor Ix/s ■ PIC{X/ S)^'^^ — > PIC{S). 



' Finally, we study a section of Ix/s{Li, ■ ■ ■ , Ln+i) which generalizes the resultant of n + 1 

, polynomials in n variables. 
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0. Introduction 

0.1. Soit G un groupe algebrique commutatif et L un Gm-torseur sur G , le classique 
theoreme du cube (||l^,p58) affirme que le Gm-torseur suivant sur G^ est trivial 



G> ; (1) e{L) = m* L A {ml2Ly'^ A {m^^iy^ A {m'^iLy^ A pIL A p*2L A p^L 

ou m , rriij , pi sont les applications G xG xG — > G definies par m(xi, X2, X3) = Xi + xj + Xk, 

^ ■ mij{xi,X2,X3) = Xi + Xj et pi{xi,X2,X3) = Xi. 

^jrjl 0.2. En realite si G est une variete abelienne, une trivialisation du Gm-torseur 9{L) devra 

verifier des conditions de compatibilite qui s'expriment en termes de biextensions (notion 
introduite par MuMFORD pour I'etude des groupes formels et etudiee par Grothendieck 
dans un cadre plus general). Considerons en effet le Gm-torseur A = A(L) sur G x G defini 



^ ■ par: 

; A{L)=m*LA{plL)-^ A{p*2L)-^ 

Une trivialisation t de 9{l) induit deux lois (afin d'alleger les notations on considerera les 
fibres de A au dessus d'un point generique de G x G): 

*2 : ^x,z A Ay^z > ^x+y,z 

Ces deux lois verifient alors des proprietes d'associativite, de commutativite (que le lecteur 
pourra ecrire sans difficulte) et et de compatibilite entre elles (qui traduit I'egalite des deux 
fagons de developper Ax+y^+y' )■ On dit alors que A est une biextension de G x G par Gm- 
De plus A est muni d'un isomorphisme de symetrie s : t*A ~ A ; on parle alors de biextension 
symetrique. 

0.3. La notion de structure du cube, introduite par Breen dans Q, explicite les notions 
precedentes. Une struture du cube sur un G^-torseur L sur G est la donnee d'une trivialisa- 
tion t du Gm-torseur 6{L) sur G^ telle que les lois partielles *i et *2 induites par t sur A(L) 
font de A(L) une biextension symetrique. 
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0.4. Si TT : X — > S est une courbe relative lisse et J designe la composante de degre du 
schema de Picard relatif PIC(X/S'), Moret-Bailly deduit de I'existence d'une structure 
de biextension sur le faisceau de Poincare V sur J x et de I'existence d'une polarisation 
canonique sur J I'existence d'une biextension B canonique de J x J par Gm et il montre 
ensuite I'existence d'isomorphismes canoniques 

(2) 

'Bci(L),ci{A/) - detR7r^(L ^) ^ ®Os detR7r*(L) ®Os detR7r=,(M) detR7r*(C'x) ^ 

0.5. Deligne propose dans un programme dont une etape est la construction pour tout 
morphisme projectif plat de dimension d : tt : X — > S, du fibre d'intersection relativement 
a 5 , de d + 1 faisceaux inversibles Lq, - ■ ■ , sur X. II s'agit de construire un 05-module 
inversible Ix/si^ii " " " 1 -^n+i) > dont la construction est fonctorielle en les faisceaux Lj (pour 
les isomorphismes de faisceaux) et compatible aux changements de base et qui est multiplicatif 
en les faisceaux Lj. De fagon precise, on veut construire un systeme d'isomorphismes: 

(3) Ix/s{Li,--- ,Li (g)Ox L'i,--- ,Ln+i) ^ 

Ix/s{Li,--- ,Li,--- ,Ln+i) <^Os Ix/s{Li,--- ,Li,--- ,Ln+l) 

munis de donnees de commutativite, d'associativite et de compatibilite entre ces differentes 
lois partielles. Un tel faisceau d'intersection est construit par Deligne dans Q dans le cas 
d'une courbe relative lisse et cette methode est etendue par Elkik dans 0] au cas des mor- 
phismes plats de Cohen-Macaulay purement de dimension n. 



Moret-Bailly propose une autre methode dans |14] dans le cas des courbes lisses, constru- 
isant le faisceau d'intersection par la formule (||), basee sur le fibre determinant, et montrant 
ensuite la multiplicativite de cette construction en utilisant la propriete d'autodualite de la 
jacobienne. II explique ensuite comment etendre cette construction au cas de courbes de 
Cohen-Macaulay. 

Enfin une autre construction est proposee par Deligne dans Q, basee sur des symboles. 
Cette idee est utilisee par Aitken Q dans le cas d'une courbe singuliere quelconque sur une 
base reduite. 



0.6. Dans ce travail on introduit une notion de structure du p-cube sur un foncteur entre 
deux categories de Picard strictement commutatives, qui etend les definitions de Breen a 
un cadre legerement plus general (pour p = 3, si G est un groupe algebrique commutatif sur 
un corps k et L est un Gm-torseur sur G, une structure du 3-cube sur le foncteur 5 : G — > 
Vectk,g ^ Lg coincide avec la definition, donnee par Breen, d'une structure du cube sur 
L). La donnee d'une structure du p-cube sur un foncteur 6 : C — > V entre categories de 
Picard strictement commutatives munit la "diference symetrique {p — l)-ieme de (5", qui est 
un foncteur C^~^ — > 2?, de donnees d'additivite en chaque variables. 

On applique ces notions au cas X/S est un schema relatif projectif de dimension n quel- 
conque sur une base localement noetherienne et 5 est le foncteur determinant de I'image 
directe derivee PIC{X/ S) — > PIC{S). Le theoreme principal de ce travail montre alors 
alors I'existence d'une structure du (n-|-2)-cube canonique sur S. Sa demonstration est basee 
sur une recurrence sur la dimension des schemas consideres, qui construit une structure du 
(n + 2)-cube sur le foncteur determinant associe a un schema relatif de dimension n a partir 
de la donnee de structures du (n -|- l)-cube sur le foncteur determinant de tout sous-schema 
relatif de X de dimension n — 1. Une telle recurrence impose done, meme si on veut montrer le 
resultat uniquement pour un schema relatif lisse, de savoir le montrer pour des sous-schemas 
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qui n'ont aucune raison d'etre lisses ou meme simplement reduits et done de travailler avec 
des schemas X/ S assez generaux. 

Ceci nous permet de montrer que le fibre d'intersection Ix/s '■ PIC{X/S)"'~^^ — > PIC{S), 
defini, en suivant la methode de Moret-Bailly, comme la difference symetrique (n + 1)- 
ieme du foncteur determinant est bien muni de donnees d'additivite en chaque variable. On 
etudie alors une section canonique de Ix/s{^ii ' ' ' ) ^n) qui generalise la notion de resultant 
de n polynomes. 

On a fait appel de fagon systematique dans les raisonnements a une notion de n-cube dans 
une categorie de Picard strictement commutative. Cette notion est de nature est de nature 
combinatoire et permet de representor de maniere commode des systemes d'isomorphismes 
de la forme a®b — > c® d. Son seul interet est de permettre une representation graphique 
des raisonnements de recurrence sur la dimension. Le defaut de cette approche est qu'il cache 
I'aspect geometrique lie a la notion de multiextension. 



0.7. Plan de Particle. 

1. Un exemple des methodes utilisees: Les proprietes d'additivite en chaque variable du 
"nombre d'intersection" de plusieurs diviseurs. 

2. Preliminaires techniques sur les diviseurs de Cartier relatifs et introduction d'une notion 
ad hoc de faisceau inversible suffisamment positif. 

3. Rappels sur les categories de Picard et introduction de la notion de structure du cube. 

4. Presentation des categories et foncteurs utilises. 

5. Theoreme pricipal: I'existence d'une structure du cube sur le fibre determinant. 

6. Applications au fibre d'intersection. Construction et etude du resultant. 



0.8. Remerciements. On reconnaitra dans ce travail I'infiuence de Larry Breen, qui m'a 
introduit dans ce domaine et qui m'a explique avec patience les subtilites des structures du 
cube. Je I'en remercie vivement. 



1. Un exemple introductif 

Soit X un schema projectif. Pour tout entier p et tons faisceaux inversibles -Li, • • • , sur 
X, posons: 

< Li, ■ • • , >x= {-ifx{Ox) + X](-ir' ^(^H ® • • • ® ^*^) 

fc=l l<jl<---<jfe<p 

Si p est egal a la dimension n de X, on parlera alors de nombre d'intersection de Li, • • • , L„. 
Notons d'abord que la definition du nombre d'intersection est symetrique en les Li et que 
pour tout entier k et tons faisceaux inversibles Li, ■ • • , L^, L, M , on a: 

(4) < Li,--- ,L„_i,L,M >x= 

< Li,--- ,L„_i,L >x + < Li,--- ,Ln-i,M >x - <Li,--- ,L„„i,L(g)M >x ■ 

Le resultat suivant est bien connu (cf. par exemple [^,Th 1.4 pour le cas de la dimension 2), 
mais sa demonstration introduit dans un cadre simple les idees utilisees dans ce travail et il 
sera utilise, dans sa reformulation ( 3.3.2| ) pour la demonstration du theoreme principal. 

1.0.1. Lemme. Soit X un schema projectif de dimension n, alors: 

1. Le morphisme nombre d'intersection.- PIC{X)^ — > Z est n-lineaire. 
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2. Si ((Ti, • • • , an) est une suite reguliere de sections de Li, - ■ ■ , L„, alors < Li, ■ ■ ■ , Ln >x 
est egal d la longueur du schema Z, de dimension 0, des zeros de la section a = X^iLi '-^i '• 

Preuve. 1. II suffit de montrer par recurrence sur n que si X est un schema de dimension n 
et si Li, • • • , Ln+i sont n + 1 faisceaux inversibles sur X, on a: < Li, • • • , L^+i >x= 0. 
Cette assertion est evidente dans le cas d'un schema de dimension puisque dans ce cas, 
pour tout faisceau inversible L, on a x(-^) = ^ong{X). 

Supposons maintenant I'assertion verifiee pour tout schema de dimension inferieure ou egale 
a n et considerons un schema projectif X de dimension n. Pour des faisceaux inversibles 
Li, • • • , L„ et un diviseur effectif D, on a: 

(5) < Li, • ■ ■ , OxiD) >x= i-irixiOxm - x{Ox) 

n 

+ ^(-1)"-*^ E {x{U,®---®U^®Ox{B))-x{U,®---®Ud) 

En apphquant la propriete d'additivite de la caracteristique d'Euler-Poincare a des suites 
exactes de la forme — > L — > L{D) — > L{D)/L — > et en identifiant xx{L{D) / L) et 
Xd{L{D)\j:,), on en deduit: 

<Li,--- ,Ln,OxiD) >x=<Li{D)\d,--- ,LniD)\D >D 
En appliquant I'hypothese de recurrence au diviseur effectif D, on obtient done: 

(6) <Lu--- ,Ln,Ox{D)>x=0 
On en deduit done, pour tout diviseur effectif D, les egalites: 

(7) < Li, • • • , Ln-i, Ln{D) >x=< Li, ■ ■ ■ , Ln-l,Ln >x + < Li, - ■ ■ , Ln-i,Ox{D) >x 
et 

(8) < Li,--- ,L,(^L'i,--- ,Ln^i,Ox{D) >x 

=< Li, ■ ■ ■ , L', • • • , Ln-i,OxiD) >x + < Li, • • • ,Li,--- , Ln-i,Ox{D) >x 

Comme X est projectif, si L„ est un faisceau inversible sur X, il pent s'ecrire Ox{D — E), 
oil D et E sont des diviseurs effectifs. On obtient alors en appliquant (0): 

< Li, • • • , Ln^l,Ln >X = < Li, - ■ ■ , Ln-l,Ox{D)x > - < Li, ■ ■ ■ , Ln-1, Ox{E) >x 

En appliquant a chacun des termes de droite de I'egalite precedente, on obtient I'additivite 
de < Li, ■ ■ ■ ,Ln-i,Ln >x en chacune des variables Li, • • • et done, par symetrie, en 

toutes les variables. 
2. Considerons le complexe de Koszul: 

K,:0 — > A"(^) — > A"-i(E) — > >E — > Ox — ^ Ox/Iz — > 

associe au morphisme : E = 0"=i -Z^j"^ — > Ox- Par hypothese, K, est exact, done 
x{Km) = et le resultat s'en deduit, compte tenu de I'isomorphisme 

l<il<---<ik<P 

□ 

Dans la suite de ce travail on etudiera, non plus une application ensembliste de Pic{X)"' dans 
Z, mais un foncteur de la categorie de Picard PIC(X) dans une autre categorie de Picard, et 
les difficultes proviennent de la necessite de faire des constructions fonctorielles. 
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2. PRELIMINAIRES TECHNIQUES 

Dans cette partie nous detaillons quelques proprietes des sections d'un faisceau inversible 
sur un schema relatif et nous introduisons une notion technique de faisceau suffisamment 
positif, utile par la suite. S est ici un schema localement noetherien et tt : X — > S est un 
morphisme projectif et plat. 

2.1. Diviseur relatif defini par une section d'un fibre. Soit L un faisceau inversible sur 
le schema relatif X/S, une section a : Ox — ^ L de L sera dite vr-reguliere si elle definit elle 
definit un diviseur de Cartier relatif effectif de X/S. a est vr-reguliere si et seulement si pour 
tout point X € X, a{Ox,x) C Lx est un Ox,x-^odu[e plat et le quotient {L^Oj^Ox,x)/(^iOx,x) 
est un 05',n-(2.)-module plat. 

L'ensemble U' des points x de X verifiant ces deux proprietes apparait comme un ensemble 
de platitude et est done un ouvert de X par 11.1.1). Notons Z' le complementaire de U'. 
Comme vr est projectif, Z = tt{Z') est un ferme de S dont nous noterons U le complementaire. 
Le theoreme [^],22.5 entraine que si A — > B est un morphisme d'anneaux locaux et k designe 
le corps residuel de A, pour tout u G i3, on a I'equivalence des assertions: 

1. u est non diviseur de zero dans B et B/uB est un A-module plat. 

2. u ®A 1 est non diviseur de zero dans B ®a k. 

On deduit de ceci qu'un point s de 5 est dans U si et seulement si a definit un diviseur 
de Cartier sur Xg, soit encore si a ne s'annulle sur aucun point associe de Xg- 

2.2. Suites regulieres. Solent Li, - ■ ■ ,Lp des faisceaux inversibles sur X, muni de sections 
cTj. Notons Di le lieu des zeros de Uj. On dira que que la suite (ordonnee) (cJi, • • • ,ap) est 
une suite ir-reguliere si les deux conditions suivantes sont verifiees: 

1. £>! n • • • n Dp / 0. 

2. Pour tout entier i compris entre 1 et p, ai definit une section vr-reguliere sur le schema 
relatif Dif] ■ ■ ■ (1 Di^i/S, si i > 1, ou sur X/S, si z = 1. 

On notera que 

1. Si (c7i, • • • , (Tp) est une suite vr-reguliere, alors pour tout 1 < i < p, Di D ■■■ Ci Di est plat 
sur S. 

2. Soit (fJi, • • • ,(Tp) une suite de sections de (Li), le sous-ensemble de S au dessus duquel 
((Ti, • • • , dp) est une suite reguliere est un ouvert de S. 

2.3. Faisceaux inversibles suffisamment positifs. On dira qu'un faisceau inversible L 
sur X est suffisamment positif (on notera L ^ 0) si L est tres ample relativement a vr et si 
pour tout i > 0, on a R"i:^:L = 0. Ces faisceaux verifient les proprietes suivantes: 

2.3.1. La propriete pour un faisceau inversible un faisceau inversible d'etre suffisamment 
positif est conservee par tout changement de base / : T — > S. Ceci resulte de I'invariance 
par changement de base de la notion de faisceau relativement tres ample ([P, 4.4.10,iii ) et 
du theoreme de changement de base dans la cohomologie (110(1,12.11). 

2.3.2. Si Li, • • • , Afc sont des faisceaux inversibles sur X, il existe des faisceaux inversibles 
suffisamment positifs Mi, • • • , tels que les Li(^o-^Mi sont tons isomorphes et suffisamment 
positifs. En effet si M est un faisceau inversible tres ample relativement a vr, pour tout faisceau 
inversible L, il existe un entier N tel que pour tout n > A'^, on a L®Ox ^ ([^,4.4.10.ii 
et [|^],th III. 8. 8. c). En appliquant ceci aux faisceaux Lj pour 1 < i < et Li (g) • • • (8)Lfc 



FRANgOIS DUCROT 



on trouve un entier n tel que les faisceaux {^j^^ Ljj (g) M®" et yS)i<j<k 
suffisamment positifs. II suffit alors de prendre Mj = (®j^iLj \ (g) M®". 



M®" soit 



2.3.3. Si L est suffisamment positif, vr^L est un faisceau localement libre sur S et pour tout 
s € S", la fibre (Tr^L)^ est isomorphe a H^{Xs,L) (ceci resulte du theoreme de changement 
de base |jl^,12.11). Si de plus X est a fibres de dimension au moins 1, 7r*L est de rang au 
moins 2. 



2.4. Le diviseur universel d'un faisceau suflflsamment positif. Si L est suffisamment 
positif, E = {'k^LY est un Ox-module localement libre. Considerons alors le fibre projectif 
Pl = P(-E') et effectuons le changement de base: 



X 


Pl - 


9 


^ X 










TT 


F 


'l - 


f 


^ s 



Par definition de Pl, on a un morphisme surjectif f*E ^Op^(l) , qui induit un mor- 

phisme Opi(-l)^ ^{f*EY . Or on a {f*EY = = /*(7r,L) = 7r*(5*L), ou la 

derniere egalite provient de I'hypothese L ^ 0. Le morphisme Op^(— 1)^ ^ TT^{g*L) ainsi 

obtenu induit par adjonction un morphisme 7r*Op^(— 1) — > g*L- On obtient done finale- 
ment une section canonique ctl de g* L(>^7r*Op^{l). En appliquant au schema relatif Xp^/P^ 
les constructions de la section (|2.1D, on construit un ouvert Ul de Pl, au dessus duquel cfl 
definit un diviseur de Cartier relatif et on note Zl son complement aire. On obtient ainsi 
un isomorphisme canonique {L (g) ^^*Op^{l))\x^^ c::^ 0{Dl)- La situation est decrite par le 
diagramme suivant: 



(L ® 7r*OpJl) ~ O(Z)l)) 




{Ox ^L®Tr*Op^{l)) 



Xp, 



L 



X 



Pl 



2.4.1. Lemme. Pour tout point s de S, la fibre de Zl au dessus de s est une union finie de 
sous-espaces lineaires propres de Pl,s- 

Preuve. En effet, soit s G S", on deduit de (|2.1| ) I'egalite: 

Zl,s= U ^{{^(^H''{Xs,L)\aix)=0}) cF{H\Xs,L)) = {Pl)s 

xeAss{Xs) 

L'ensemble des points associes de Xs est fini puisque Xg est projectif et comme L \xg est 
tres ample, pour tout X € Ass{Xs), I'inclusion {a G H°{Xs, L)\a{x) = O} C H^{Xs,L) est 
stricte. □ 
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2.4.2. Donnons nous de plus une suite 7r-reguliere de sections (cri)i=i,... ,p de faisceaux in- 
versibles Lj sur X. Soit V I'ouvert de Ul au dessus duquel (o"i,-- - ,ap,aL) est une suite 
TT-reguliere et notons Y son complementaire. 

2.4.3. Lemme. Pour tout point s de S, la fibre de Y au dessus de s est contenue dans une 
union finie de sous-espaces lineaires propres de {Pl)s- 

Preuve. Soit D le lieu des zeros de la section 0(Tj de 0Li. Un point u E Ul est element 
de V si et seulement si a\Du definit un diviseur de Cartier efFectif sur On raisonne done 
comme pour le lemme precedent en ecrivant: 

Ys= [j F{aeH'^{Xs,L)\a{x) = 0} 

xeAss{Ds) 

□ 

3. Structure du cube sur des categories de Picard 

Si (C, ®) et {V, (g)) sont des categories de Picard strictement commutatives et 6 est un 
foncteur de C vers V, on definit ici la notion de structure du cube sur 6. 

3.1. Rappels sur les categories de Picard commutatives. 

3.1.1. Definitions. Une categorie de Picard est une categorie C dont toutes les fleches sont des 
isomorphismes, et qui est munie d'un bifoncteur : C xC — > C tel que, pour tout L G ob(C), 
les foncteurs X<-^L0XetX<-^X0L soient des equivalences de categories, et munie de 
plus de donnees d'associativite pour 0, c'est a dire d'un systeme fonctoriel d'isomorphismes 

(L (g) M) (g) A/" ~ L (g) (M (g) A/") 

verifiant des conditions de compatibilite decrites par I'axiome du pentagone. 

Unc categorie de Picard C est dite commutative si elle est munie de plus de donnees de 
commutativite, c'est a dire d'un systeme fonctoriel d'isomorphismes 

L (g) M ^ M g) L 

compatible avcc les donnees d'associativite (axiome dc I'hcxagonc). On prcndra garde que 
I'isomorphisme de commutativite L®L — > L®L n'est en general pas le morphisme identite 
(quand c'est le cas pour toul L, on dit que la categorie est strictement commutative). 
On deduit des axiomes d'une categorie de Picard commutative I'existcncc d'un objet unite O, 
munis dc morphismcs L0O — > L < — 0(>i>L compatibles aux contraintcs de commutativite. 
On obtient de meme I'existence a isomorphismes uniques pres d'objets inverses munis de 
morphismes L (g — > O < — L'^ iS> L. 

3.1.2. Produit d'une famille indexee par un ensemble fini. Soit {Li)i^i une famille d'objets 
d'une categorie de Picard C indexes par un ensemble fini I. Si / est muni d'un ordre total <, 
les donnees d'associativite de C permettent de definir de fagon fonctorielle un objet 0j ^ Lj 
de C. 

Supposons maintenant que C est une categorie de Picard commutative. Si <i et <2 sont 
deux ordres totaux sur /, les donnees de commutativite de C determincnt un isomorphisme 
^j^^Li — > ^j^.^Li. On peut alors definir ^^^j Li comme la limite inductive (ou 
projective) des ^ Lj sur tous les ordres totaux < sur /. Pour definir un morphisme 
0i6/ Li — > M dans C, il suffira done de choisir un ordre < sur I et de definir un morphisme 
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0j ^ Li — > M. Par ailleurs pour deux ensembles d'indices disjoints / et J, on un isomor- 
phisme canonique 0jg/ Li (g) (S)i(zj Li ~ 0jg/uj Li, obtenu en considerant un ordre sur lUJ 
tel que I < J et les ordres induits sur / et J. 

3.1.3. Foncteur additif. Soit F : C — > T> un fonctcur additif entre deux categories de Picard, 
une donnee d'additivite ^ pour F sera la donnee pour tout couple d'objets L,M E C d'un 
isomorphisme fonctoriel en L et M: 

^iL,M ■■ F{L) ® F{M) F{L ® M) 

La donnee d'additivite /x sera dite compatible aux donnees d'associativite de C et si le 
diagramme suivant, dont les fleches verticales sont donnees par les morphismes d'associativite 
de C et P 

F{L) (g) {F{M) (g) F{N)) -5^^ F{L) ® F{M N) — ^ F{L (g (M ® N)) 

(F(L)®F{M))®F{N) -^^^ F{L®M)®F{N) — ^ F{{L®M)®N) 
est commutatif. 

Si de plus C et V sont des categories de Picard commutatives, jj, sera dite compatible aux 
donnees de commutativite de C et X> si le diagramme 

F{L)®F{M) ^ F{L®M) 

F{M) (g F(L) > F{M (g L) 

est commutatif (les fleches verticales sont donnees par les morphismes de commutativite de 
C et V). 

3.2. n-Cube dans une categorie de Picard strictement commutative. On introduit 
ici une notion de nature combinatoire, qui traduit des calculs de fractions, du genre ah~^ = 

cd~^, dans une categorie de Picard strictement commutative C, cn indexant des objets de 
C par les sommets de differents hypercubes de M", ce qui nous permettra dans la suite de 
representer graphiquement certains raisonnements. 

3.2.1. Cubes standard de M". Pour tout entier positif n, on considere I'ensemble C„ = {0, 1}"' 
des sommets du n-cube standard de M". 

On considerera pour tout entier i < n, les inclusions de C„_i dans C„: (f)'^ : (si, • • • , Sn-i) ^ 
(si,--- ,Sj_i,0,Si+i, • • • ,Sn) et (/)'■ : {si,--- ,s„_i) i-^ {si,--- , 1, Sj+i, • • • ,s„). L'image 
de Cn-i par (p'^ (resp. cp") sera appelee la i-eme (n — l)-face arriere (resp. avant) de Cn- De 
meme, soient ei, • • • ,£fc G {0, 1} et des indices distincts n, • • • ,ik < n, on pent considerer 
I'inclusion j^^^^ de Cn-k dans C„. 

Pour tout sommet s = {si, ■ ■ ■ , s„) G Cn, on notera e{s) = (— 1)"^"^ ^\ 
Enfin il sera commode d'introduire un ordre total sur les sommets de C„ par: 

[s < s') <^ < ou 

i (E Si = E s'i) et (3i < n, {si > s'^ et (Vj <i,Si = s'^) 
On notera que I'ordre induit par < sur une k-face du cube C„ est encore I'ordre < sur Ck. 
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3.2.2. Arrangements cubiques. On appellera alors n-arrangement cubique dans une categorie 
de Picard commutative C la donnee de 2"- objets Kg indexes par les sommets de C„. 
Toute permutation a G Sn agit sur M."- par permutation des coordonnees, et induit done 
a : Cn — > Cn- Pour tout n-arrangement cubique K dans C, on notera alors a*K le compose 
de K avec la permutation de C" induite par a. 

Pour tout n-arrangcmcnt cubique K ct tout cnticr 1 < i < n, on considerera alors les (n — 1)- 
arrangements cubiques (t)'^*K et 4>'-*K (i-eme face arriere et avant de K). Si ^ et S sont 
deux (n — l)-arrangements cubiques, on notera pour tout indice 1 < i < n, { A — — B ) le 

n-arrangement cubique tel que = ^ et (f)"*K = B. De meme, si ^ooj ^oi, ^lo et An 
sont des (n — 2)-arrangements cubiques, on utilisera, pour deux indices distincts 1 < i,j < n, 
( Aoi ^11 \ 



la notation K 



A^ 



\ 



3 



■A 



10 



pour designer le n-arrangement cubique K tel que 



<^i=e,j=e' - V£,e' G {0, 1}. 

Soient A ei B deux n-arrangements cubiques tels que A - 
la forme: A={U — : — V ) B = {V — — W ) et posons: 



*B. Ecrivons les alors sous 



V)*i{V- 



w ) = {u 



w ) 



On dira que A*i B est obtenu par recollement de ^ et S le long de leur i-eme face. 

3.2.3. Soit 6 un foncteur de C dans une categorie de Picard commutative V, pour tout 
n-arrangement cubique K dans C, on pose 

d{K) = (g) 5{Ksr^'^ 

sgC„ 

Si A etB sont des n-arrangements cubiques recoUables dans la i-eme direction, les isomor- 
phismes de commutativite et de contraction dans V induisent un isomorphisme canonique 

S{A *i B) ^ 5{A) 5{B) 

Pour toute permutation a E Sn, les isomorphismes de commutativite dans V induisent de 
meme: 

S{a*A) ^ a{A) 

Ces deux isomorphismes sont compatibles entre eux, ce qu'on exprime en disant que le dia- 
gramme suivant est commutatif: 



S{a*{A *i B)) 



S{A *i B) 



5{A) 5{B) 



5{a*A a*B) ^ 5{(t*A) ® 6{a*B) 

3.2.4. Cubes dans la categorie de Picard strictement commutative C. On appellera 1-cube 
dans C un 1-arrangement cubique quelconque ( L M ) ■ 

On appellera 2-cube (carre) dans C la donnee d'un 2-arrangement cubique K et d'un isomor- 

~ els) 

phisme tuk '■ O — > ®s&C2^s ■ 
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On appellera 3-cube dans C la donnee d'un 3-arrangement cubique 

/ -K'ooi Kqu \ 



K 



Kioi 



100 




110 



et pour chacune des six 2-faces F de K, d'un isomorphisme mp ■ O — > ^sepKs qui 
verifient la condition de compatibilite suivante: Si F designe I'une des faces de K et F' 
designe la face opposee, on dispose alors d'un morphisme: 



O 



7' J^S 



On impose que le morphisme ainsi obtenu soit independant du choix de la face F. 
Pour n > 3, un n-cube dans C sera la donnee d'un n-arrangement cubique K et d'un isomor- 
phisme mp associe a chaque 2-face F de K, tel que tout sous 3-arrangement cubique de K 
est un cube. 

3.2.5. Construction de cubes, (a) Pour tout n-cube K dans C, tout objet L de C et tout indice 
1 < i < n, on munit le (n -|- l)-arrangement cubique ( K — : — K L ) = A d'un systeme de 

morphismes mp associes a chaque 2-face de A, qui en fait un n-cube: 

Si F n'est pas parallele a la direction i, elle appartient a I'un des deux n-cubes K ou de K^L 

( Y Y®L \ 



et est done deja muni d'un morphisme mp. Sinon elle s'ecrit F 



\ 



X 



J 



avec X, y G ob(C) et les morphismes de commutativite et d'associativite de C induisent un 
morphisme mp : {X L)<i()Y — > X ®{Y ® L). On verifie sans peine, en se ramenant au cas 
oil K est un cube, que les relations de compatibilite de ( p.2.4| ) entre les mp sont verifiees. 
(b) Pour tout n > 0, construisons un n-cube K — > Klq{Li, • • • , L„) de la maniere suivante: 



On pose Klo{Li) = ( Lq 



Lq (g) Li) et par recurrence 



Klo{Li, • ■ ■ , L„+l) = ( KpoiLi, • • • , Ln) Kl^^{Li, ■ ■ ■ ,Ln)® Ln+l 

On a alors, pour tout s € : 



(KLoiLi 



I Ln))s 




(c) Notons enfin que si K est un n-cube, si Kq designe le (n — l)-cube {(j)^)*K, il existe 
un objet L de C et un isomorphisme K — > ( Kq — Kq ® L ), uniques a isomorphisme 

unique pres. On en deduit done qu'il existe des objets Lq, ■ ■ ■ , L„ et un isomorphisme K — > 
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Klo{Li, ■ ■ ■ ,Ln), uniques a isomorphisme unique pres. On dira que I'objet Lj est la i-eme 
arete de K. 

3.2.6. Recollement de cubes. Considerons deux n-cubes K et K' dans C tels que les deux 
sous-cubes (j)'l*{K) ct (f)'*{K') sont egaux en tant que cubes. MTinissons le n-arrangement 
cubique K *i K' d'un systeme de morphismes mp, pour chaquc 2-facc F de K *i K', en 
faisant un un n-cube: Si F n'est pas parallele a la direction i, F est une 2-face de I'un des 
deux n-cubes K ou K' et on prend le correspondant. Si F est parallele a la direction i, 
elle est obtenue en recollant une 2-face de K et une de K': 

c d d / c / 

*i = F 

i . , i i 

a b b e a e 

et le morphisme itif est defini par: 

O ^ (g) ^ (a (2> 6^ ® (g) d) ® (6 (8) 0?^ /) ^ (a (8) c"^ (g) (g) /) 

Pour montrer que ces mj? verifient les relations de compatibilite, il suffit de le faire dans le 
cas d'un recollement de deux 3-cubes K et K' le long d'une 2-face commune F. Cela provient 
alors immediatement du fait que, par hypothese, K et K' sont dcs cubes et les morphismes 
mp et m'p associes a F, vu comme face de K et K', sont les memes. 

3.3. Structure de n-cube. Solent C etV des categories de Picard strictement commutatives 
et S : C — > T> un foncteur. 

3.3.1. Definition. Une structure du n-cube sur le foncteur 6 est la donncc pour tout n-cube 
K de C d'un morphisme ipK '■ O — > ^{K) dans C vcrifiant les proprictcs suivantcs: 

1. Fonctorialite. Pour tout isomorphisme de n-cubcs / : K — > K', le diagramme induit 

S{K) 




5{K') 

est commutatif. 

2. Recollements de cubes. Solent K et K' deux n-cubes ayant leur i-eme (n-l)-face en 
commun, I'isomorphisme naturel S{K) (g) S{K') S{K *j K') induit un diagramme 
commutatif: 



5{K) (g) 5{K') 
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3. Propriete de symetrie. Pour tout element a de Sn, le diagramme suivant, dont la fleche 
verticale est donnee par les isomorphismes de commutativite de V, est commutatif: 

d{K) 




5{(T*K) 

3.3.2. Exemple. Soit X un schema projectif de dimension n, considerons les categories 
C = PIC{X) et V = Z (categorie discrete) et le foncteur 5 : C — > T>,L x{L). On a vu 
(Lemme |1.0.1| ) que 5 est muni d'une structure du (n + l)-cube. 

3.4. Le n-foncteur multilineaire associe a une structure du (n+l)-cube. 

3.4.1. Considerons un foncteur 6 : C — > V entre deux categories de Picard strictement 
commutatives. Pour tout (n-l)-cube K dans C et tout entier 1 < i < n, definissons un 
foncteur: 

Ax,i : C — >V,L^5{K — K®L). 
De meme, pour tout objet L de C, definissons un n-foncteur: 

3.4.2. Remarque. est canoniquement muni de donnees de symetrie A/, — > (y*^Li pour 
tout G 5". 

3.4.3. Remarque. Pour tout entier 1 < i < n on pent identifier canoniquement: 

Al(Li,-- - > ^Kl(Li,--- ,Li.-i_,Li+i,- ,Lr,),i{^i) 

3.4.4. Donnons nous une structure de (n + l)-cube S sur 5. Remarquons d'abord que S 
induit, pour tons L,M £ Ob(C), un isomorphisme canonique de foncteurs Al — > Am- En 
effet, pour tons L,Li, - ■ ■ ,Ln € Ob(C), on a Kl{Li, ■ • • , Ln) — Ko{Li, • • • , L„) (g) L et la 
structure du cube 5, appliquee au (n+l)-cube ( Ko{Li, ■ ■ ■ , Ln) Ko{Li, • • • , L„) (g) L ) 

etablit done un isomorphisme canonique: 

On pent done desormais parler du foncteur A (en ommettant I'indice L). 

3.4.5. La donnee de la structure du cube sur 5 permet de munir chaque foncteur Kx^i d'une 
donnee d'additivite: 



HK,i ■■ AK,i{L) (g) AK,iiM) ^ KK,i{L (g) M) 
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definie par: 

(9) hK,i{I^) «) Ai^,»(M) =5{K —— K(g)L)(S)6{K —— K0M)^ 

( K(^M K(g){L(g>M) \ 



5{ K — — K ®L)®5{K — — K®M)<»5 



\ 



K 



J 



S{ K — K®{L®M))= KK,t{L M) 



En utilisant I'identification 3.4.3| , on voit que S munit A de n + 1 donnees d'additivite par- 
tielles: 



*i '■ A(Li, • • • , Li-i,Li, Lj+i, • • • , Ln) A(Li, ■ ■ ■ , Li_i, Lj+i, • • • , L„) 

— >A{Li,--- , Lj Lj+i, • • • ,Ln)- 



3.4.6. Remarque. On notera que la categorie de Picard V etant strictement commutative, 
le diagramme: 



est commutatif, ce qui permet de ne pas preciser comment on effectue les contractions dans 



(I). 



3.4.7. Lemme. Les donnees d'additivite iiK,i pour Ax,i sont compatibles aux donnees d'as- 
sociativite et de commutativite de C etT>. 

Preuve. Ces deux assertions se traduisent en disant que si L, M et N sont des objets de V, 
les isomorphismes canoniques 



/ K(^M K®{L®M) \ 



I K(E)L K®{M®L) \ 



i+l 



K 



K 



K ®M 
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(10) 6 



M ■ 



K®{L(^M) \ 



\ 



K- 



( K®N K(^{L0M0N) \ 



\ 



K- 



( K®N K®{M®N) \ 



i+l 



\ 



K 



K ®M 



J 



( K(g>{M(g>N) 

i+l 

K 



K®{L® M) 
— K ®{L(g)M i 



K(E)L 



N) \ 



J 



identifient les trivialisations de chacun des termes, donnees par la structure du (n+l)-cube. 
Le premier point provient de I'hypothese que la structure du cube est symetrique et de la 
remarque ( 3.4.6|) . 

Pour I'associativite, remarquons d'abord que chacun des membres de 10 est isomorphe a 
(11) 

/ K(g>N KO(M(g)iV) \ / K(E){M^N) K (g) {L (g) M ® N) \ 



i+l 



K 



K ®M 



06 



i+l 



M ■ 



i K®M 



— K®{L®M) \ 



i+l 



V 

Considerons alors I'empilement de (n+l)-cubes suivant: 



(12) 



i+l 

K 



K®{M ®N) 

i+l 

K(gM 

i+l 

K- 



K 



®{L®M®N) 
K(g{L(gM) 



II resulte alors de la propriete 2. d'une structure du cube, appliquee aux deux fagons 
d'effectuer des recollements dans ([l^ que les trivialisations des membres de (|^) sont iden- 
tifiees aux trivialisations de (|Tll). □ 



De ces differents resultats, on deduit la: 

3.4.8. Proposition. La donnee d'une structure du (n+l)-cube S sur 6 : C — > T) munit le 
n-foncteur associe A : C" — > V de donnees d'additivite *i en chacune des n variables. Ces 
donnees sont compatibles aux donnees d'associativite et de commutativite de C et V ainsi 
qu'aux donnees de symetrie de A et sont compatibles entre elles. 

Preuve. Les questions d'associativite et de commutativite proviennent des resultats analogues 
pour AK,i (lemme 3.4.7] ). 
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Pour simplifier les notations exprimons la compatibilite des *i entre elles dans le cas n = 2. 
Cela se traduit par la commutativite du diagramme: 

A(L, N) (g) A(L, P) (g) A(M, N) ® A(M, P) A(LM, iV) ® A(LM, P) 

A(L, iVP) A(M, iVP) — ^ A(LM, NP) 

Breen montre dans ||3[,2.5 que la commutativite de ce diagramme est une consequence de 
I'associativite de *i et *2- En effet, cela se traduit en disant que I'isomorphisme canonique 
deduit des morphismes de contraction: 

a : 5{K{LM, N, P)) (g) 5{K{L, M, N)) ® 6{K{L, M, P)) 

5{K{L, M, NP)) 5{K{L, N, P)) ® 5{K{M, N, P)) 

identifie les trivialisations de chacun des deux termes qui sont deduites de la structure du 
cube. Cette assertion provient alors du fait que a se decompose en 

6{K{LM, N, P)) (g) 6{K{L, M, N)) (g 6{K{L, M, P)) 



6{K{L, MN, P)) 6{K{M, N, P)) ® 6{K{L, M, N)) 



6{K{L, M, NP)) 6{K{L, N, P)) ® 6{K{M, N, P)) 
provenant des morphismes d'associativite de *i et *2- 

Pour traduire la compatibilite des donnees d'additivite avec les donnees de symetrie, con- 
siderons des objets Li, • • • , Ln,L, L' deC et a £ 5„ et notons = (Li, • • • , Lj_i, L, Lj+i, • • • , 
LLi = {Li, ■ ■ ■ , Lj_i, L', • • • , Ln) et L^j = (Li, • • • , L (g) L' , Lj+i, • • • , Ln) et j = 
a^^{i). On veut montrer que le diagramme suivant, dont les Heches verticales proviennent 
des donnees de symetrie de A 

A(a*L,)®A(a*L:j Aia*!/^^) 

ML^^HUi) A(^.) 

est commutatif. Ceci provient de la propriete de symetrie de la structure de (n + l)-cube, 
appliquee au (n + l)-cube C = (K{Li,--- , L, L', Lj+i, • • • ,Ln) et a la permutation 
r e Sn+i telle que t*C = K{L„(i),- ■ ■ , L<^(i_i), L, L', L^(j+i), • • • □ 

4. Les categories de Picard considerees 

Dans ce chapitre, on considere un morphisme projectif et plat vr : X — > S sur un schema 
localement noetherien et on introduit les categories de Picard qui nous serviront dans la suite. 

4.1. C designera la categorie PIC{X) dont les objets sonts les faisceaux inversibles sur X, 
les fleches sont les isomorphismes de Ox-modules, (g) designe le produit tensoriel usuel de 
deux Ox-modules et les morphismes d'associativite et de commutativite sont ceux usuels. 
Les objets unites et inverses seront simplement le faisceau structural Ox et le faisceau dual 



*2 



16 



FRANgOIS DUCROT 



4.2. V designera la categorie PICgr{S) dont les objets sont les couples {L,d) formes d'un 
faisceau inversible L sur S et d'une application localement constante d : X — > Z, les fleches 
entre deux objets (L, d) et (M, e) n'existent que si d = e et sont dans ce cas les isomorphismes 
entre les O^-modules L et M. Le produit tensoriel sera alors defini par 

{L,d)® (M, e) = (L ®Ox M,d + e). 

Les morphismes de commutativite ip : (L, d) ® (M, e) — > (M, e) (8) (-i^, d) sont donnes par: 
^ : L (^Og M — > M (iS>Os L : I m t—i- {—l)'^''^m (S> I. On notera que la categorie PICgr{S) 
n'est pas strictement commutative. 

L'objet unite de V sera alors O = {Os, 0) et I'inverse de (L, d) sera {L~^, —d). Le morphisme 
d'evaluation {L,d) (8) {L~^,—d) — > O est donne par revaluation usuelle L ®Os — ^s- 
On prendra garde que le morphisme {L~^, —d) ® {L,d) — > O est donne par le morphisme 
usuel d'evaluation multiplie par (—1)'^. 

On considerera enfin le foncteur 6 : C — > V donne par le determinant de I'image directe 
derivee dont I'existence, annoncee par Grothendieck, est montree par Knudsen et Mum- 
ford dans [|l2|. 5 associe a tout Ox -module inversible L, le O^-module detRvr^L, gradue 
par la fonction localement constante s i— > x{L\Xs)- 

En realite, le foncteur 5 est defini sur la categorie plus etendue COH{X/S) des Ox-modules 
coherents et plats sur S. II verifie les proprietes suivantes: 

4.2.1. Toute suite exacte dans COH{X/S): 

— > E — > F — >G — ^0 

induit un isomorphisme canonique de multiplicativite 5{E) (g) 5{G) — > ^{F) et pour tout 
diagramme de suites exactes courtes: 



> E' > F' > G' > 



> E > F > G > 



> E" > F" > G" > 





le diagramme 

5{E') (g) 6{E") (g) 6{G') ® 5{G") > 5{E) ® 6{G) 

(13) [ 

S{F') (g) S{F") > S{F) 

qu'on en deduit par application des morphismes de multiplicativite et de commutativite est 
commutatif (|l^],prop.l). Notons que c'est la definition des isomorphismes de commutativite 
dans V qui rend possible la commutativite du diagramme precedent. 
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4.2.2. Si E est un Ox-module coherent et plat sur S, a support dans un sous-schema Y de 
X, on a: detR7r*(i?) = det R(7ry/5)*(i?|y). 



4.2.3. La formation de detRvr* commute aux changements de base. 



4.3. On considerera enfin la categorie de Picard strictement commutative V = PIC{S) et 
on notera 6' le compose du foncteur 6 = det Rvr* : C — V avec le foncteur oubli de la gradua- 
tion V — > v. On notera qu'en travaillant dans cette categorie V on gagne le fait qu'elle est 
strictement commutative, mais on perd la possibilite d'ecrire certains diagrammes commu- 
tatifs du paragraphe precedent, comme par exemple (|l3|) , qui ne s'expriment naturellement 
que grace au foncteur 6. 



4.4. Structure du cube dans la categorie des faisceaux inversibles gradues. Pour 
montrer I'existence eventuelle d'un structure du p-cube sur le foncteur 5' : C — > V entre 
categories de Picard strictement commutatives, il sera necessaire de passer par I'intermediaire 
du foncteur 5 : C — > V a valeurs dans une categorie de Picard non strictement commutative. 
Examinons ici comment les axiomes d'une structure de p-cube sur 5' se traduisent en termes 
de 6. 

4.4.1. Notation. Si K est un p-cube dans C, pour tout couple d'indices distincts i et j, 
les isomorphismes de commutativite dans V induisent un isomorphisme 6{a*jK) — 6{K) 
dans V, qui induit, par oubli de la graduation, un isomorphisme 5'{a*^K) — > ^'{K) dans V . 
Celui ci differe de celui induit par les isomorphismes de commutativite dans T>' par un signe, 
que Ton notera eij{K). 



4.4.2. Remarque. Si X 



(14) 



S est a fibres de dimension n, pour tout (n -|- 2)-cube 
/ C D \ 



K 



\ 




J 



on a x{A) = x{B) = x{C) = x{D) (d'apres I'exemple et de plus eij{K) = (-l)x(^). 



4.4.3. Soit K un p-cube dans C et soit t : Os — > ^'{^) une trivialisation de 5'{K). Pour 
tout entier 1 < i < p, t induit un isomorphisme ti : 5'{(j)'*K) 6'{cj}'-*K) dans V . Le 
choix de I'ordre usuel sur les sommets de 4''*K et (l)'-*K associe a ti un isomorphisme Si : 
6{(j)'*K) — > 6{(j)'/*K) dans V. Exprimons alors, a I'interieur de la categorie V les relations 
entre Si et Sj, pour i ^ j. On pent associer a Si le morphisme dans T>: 



Si : 



{5{<t^'*K))-^®5W*K) 



IdCg)s,- 



5{K) 



4.4.4. Lemme. La donnee d'une trivialisation t de S'{K) est equivalente d la donnee d'une 
collection (si)i<i<p d 'isomorphismes Si : 5{4)'*K) — > 6{(p'-*K) dans V telle que, pour deux 
indices i et j distincts, les trivialisations Ji efsj de 5{K) induites par Si et sj different d'un 
signe eij{K). 
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Preuve. Reprenons la notation (jlj). Le diagramme, dont les fleches verticales sont donnees 
par les isomorphismes les isomorphismes structuraux de V est commutatif: 



i6'{A) (^os ^'(C)"") '^Os {^'(C) 0os ^'{D)) 



ti®id 



{6'{A) (^os S'{D)) ®Os {^'{B) ^os S'{By) 



{6'{B) <S>Os S'iC)) 



Considerons le diagramme obtenu en remplagant dans le precedent 6' par S et en utilisant les 
morphismes structuraux de V. Son circuit exterieur est done commutatif a un signe {sij)^ 
pres, oil k est le nombre de transpositions apparaissant dans le diagramme. On constate alors 
que ce nombre est impair. 

Reciproquement, si (si)i<j<p est une telle collection de morphismes, cliaque Si induit un 
isomorphisme ti : 5' {4>'*K) — > 5' {4>'l*K) dans V . La trivialisation de S'{K) dans T)' est 
alors independante de i. □ 

4.4.5. Recollements de cubes. Solent K et K' deux p-cubes dans C et i un indice tel que 
(p'iK = (j)'l*K. Si t,t' sont des trivialisations de 6'{K) et d'{K'), elles induisent une triviali- 
sation t*it' : Ox ^ Ox^Ox ^ 6'{K) ® 5'{K') ^ 5'{K *i K'). Notons Si : 5{(I)'*K) ^ 
d{cP'^*K), s'i : 5{(t)'*K') ^ 8{ct>'l*K') et s'l : 5((t)[*{K n K')) ^ 5{(t)'t{K *i K')) les isomor- 
phismes dans T>' associes at, t' et t *it'. On a alors s'- = s[o Si. 
On pent alors regrouper les resultats de ce paragraphe dans la 



4.4.6. Proposition. Une structure de p-cube sur 5' est equivalente d la donnee, pour tout 
p-cube K dans C, de p isomorphismes dans T>: 

SK,^ ■■ S K) - 

tels que: 

1. Pour tout isomorphisme de p-cubes f : K 

'K) 



K' , le diagramme induit 
K) 



'K') 



est commutatif. 

2. Soient K et K' deux p- cubes ayant leur i-eme {p — l)-face en commun, on a I'egalite: 



SK*iK' 



SK'i ° SK', 



3. Les trivialisations de 6{K) induites par SK,i et skj different d'un signe eij{K). 
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4. Pour toute permutation aij G Sp de deux indices distincts i et j, on a: 

Sa*^(K),i = SK,i 

ou designe la permutation des indices i et j. 



5.1. Cas de la dimension 0. Si vr : X 

6 = det Rvr* se reduit au foncteur: 



5. Constructions de structures du cube 

■s- S est un morphisme fini et plat, le foncteur 



et 5' : PIC{X) 



6 : PIC{X) — > PICgr{S) , L ^ (det(7r,L), deg vr) . 
PIC{S) est simplement le foncteur: L i-^ det(7r,,L). 



5.1.1. Norme. Rappellons quelques proprietes de la norme (cf [^,6.5 et [^,3.1) pour un mor- 
phisme fini et plat. Notons d'abord que, comme X est fini sur S, pour tout faisceau inversible 
L sur X et tout s G 5, il existe un ouvert U de S contenant s tel que L est trivial sur Xij. Si 
a est une section inversible de Ox, c'est a dire un automorphisme de Ox, la norme Nx/s{o:) 
est le determinant de I'automorphisme de det vr^Ox induit par a. Enfin la norme du faisceau 
inversible L est par definition le C'5-module inversible 

Nx/s{L) = (detvr^L) (g>Os (det vr^Ox)"^ 

Si {Ui)i^i est un recouvrement ouvert de S tel que L est trivial sur Xu^ avec des fonctions de 
transition {gij)i,j£i, alors Nx/s{L,) est trivial sur chaque Ui et a pour fonctions de transition 
les Nx/s{9ij)- 

5.1.2. Construisons une structure du 2-cube (carre), qui traduit les proprietes de la norme 
pour un morphisme fini et plat: II s'agit de construire, pour tous faisceaux inversiblest L, M, 
N et P sur X et tout isomorphisme (p '■ L ®Ox ^'^ ~^ ^ '^Ox ^1 isomorphisme 

(detvr^L) (^Os (detvr^^M) ^ (detvr^iV) (^Os (detvr^P). 

D'apres les remarques de la section precedente, il suffit de construire pour tout isomorphisme 
4> : Ox '^Ox Ox ®Ox un isomorphisme 5^ : det(7r*C'x) ^Os det(7r*C'x) 

det{TT^Ox) CS'c's det(7r*Ox) tel que si (j) et tp sont deux tels isomorphismes et 
a, /3, 7 et (5 des automorphismes de Ox tels que le diagramme 



Ox ^ux 



Ox 



Ox^OxOx - 
est commutatif, alors le diagramme induit: 



Ox ®Ox Ox 
Ox <^Ox Ox 



(detvr^Ox) Oos (detTT^.Ox) -^^^^ (detTr^Ox) 



Nx/s{a)®Nx/s{0) 



Os (detvr^Ox) 

Nx/s{l)®Nx/siS) 



(detvr^Ox) ®Os (detTr^Ox) > (detTr^Ox) ®Os (detyr^Ox) 

est commutatif. (j) 6st un automorphisme de Ox ®Ox Ox, c'est a dire une section in- 
versible de Ox- On pent considerer la section inversible Nx/si'P) de Os, qui definit done 
I'automorphisme recherche de (det7r*Ox) (^Os (detTr^Ox)- La condition de fonctorialite 
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se traduit en disant que, si a, f3,j,S,(f>,ip sont des sections inversibles de Ox telles que 
a/?^ = 'yS(f), alors 

Nx/s{a)Nx/s{P)Nx/s{'^) = Nx/s{l)Nx/s{S)Nx/s{(l>) , 
ce qui est simplement la mutiplicativitc dc la normc. 

Le lemme suivant est une consequence immediate de la definition de la norme d'un faisceau 
inversible et des proprietes de multiplicativite de la norme. 

5.1.3. Lemme. 1. La construction precedente determine une structure du carre symetrique 
sur 5' . 

2. Le foncteur lineaire PIC{X) — > PIC{S) deduit de cette structure est la norme rela- 
tivement au morphisme fini et plat n. 



5.1.4. Remarque. Considerons un carre 



P \ 
M y 



a un isomorphisme (j) : L ® P — 
(3 : N P tels que le diagramme 



dans PIC{X) correspondant 
^ M N et soient des isomorphismes a : L M et 

L(g)P Mi^N 



M®P 



soit commutatif, alors le diagramme suivant, obtenu par application de detTr* Test aussi: 



det 7r*L (?) det 7r*P 



det(a)(giid 



det vr^M (g) det tt^P 



det7r*M(2)det7r*A?" 



id(8idet{/3) 



= dot 7r*M (g) det 7r*P 

5.2. Restriction a un diviseur effectif. Si tt : X — > S un morphisme projectif et plat 
sur S localement noetherien et D est un diviseur relatif sur X, si K est un p-cube dans C = 
PIC{X), considerons le (p+l)-cube A = { K — — K 0{D) ). On a alors un isomorphisme 

canonique : S{K') —>■ d{K 'S>0{D)\d) dans V = PICgr{S), qu'on appellera isomorphisme 
de restriction. II est donne en appliquant, pour chaque sommet L de K, le foncteur S k la 
suite exacte: 







L 







L{D)^L{D)\d 

5.2.1. Application au cas des courbes. Soit tt : X — ^ S un morphisme projectif et plat, a 
fibres de dimension 1, sur un schema localement noetherien S. Soient D et E deux diviseurs 

de Carticr rclatifs cffcctifs ct L un faisceau inversible sur X, considerons alors le carre A = 
Kl{Ox{D)^Ox{E))- Les considerations prcccdcntes nous donnent un isomorphisme ri : 
5{A) 5{ L{D)\d — J — L{D + E)\j:) ) et, comme D est fini et plat sur S, on obtient un 
isomorphisme 

(15) 5{A) ^ (det7r,L(D)|B)-i(g)(det^,L(D + S)|D). 

La section canonique de Ox{E) induit un morphisme 7r^L{D)\D — > 7r*L(D + E)\d, dont le 
determinant definit done une section sl{D,E) de S{A). 
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5.2.2. Lemme. L'isomorphisme canonique 5{Kl{Ox{D),Ox{E))) ^ 6{Kl{Ox{E),Ox{D))), 
donne par les isomorphismes de commutativite dans PICgr{S), echange les sections sl{D,E) 
et sl{E,D) de ces deux faisceaux. 



Preuve. Decrivons 1' isomer phisme (15). Considerons le diagramme commutatif de suites 
exactes: 



L{E)\e^ 



■L{D + E)\d+e 



■L{D + E)\d 



B 



HD)\d 



HD)\d 




L{D + E)\n 



On en deduit que risomorphisme (15) se decompose en (5(^) — > 6{B) — > {det it^:L{D)\£))^^® 
{detTT:^L{D + -E)|_d), oil le premier isomorphisme est donne par les suites exactes verticales 
et le second isomorphisme est obtenu en appliquant le foncteur determinant au diagramme 
suivant de Og-modules localement libres 

/3 



7tME)\i 



7rME)\E 







7r,L{D + E)\E 



TT,L{D + E)\d+e 



7tMD)\d 



Tr^L{D + E)\D 



D 



On traduit I'assertion du lemme en disant que la suite d'isomorphismes dans PICgr{S) 

det(7r,L(D)|D)^ <S) det(7r*L(D + E)\d) ^ 

det{ir,L{D)\Dy det(^,L(^){s)^ O det(7r,L(D + E)\d+e) ^ 

det{iT,L{E)\Ey det(7r,L(D)[D)^ O det(7r,L(Z) + E)\d+e) ^ 

det(7r,L(E)|s)^ (g) det(7r,L(D + E)\e) 

fait correspondre les sections det(a) et det(/3) des deux termes extremes, ce qui provient des 
proprietes du determinant des Os-modules localement libres. □ 

5.3. Theoreme principal. Soit S un schema localement noetherien. Pour tout morphisme 
projectif et plat vr : X — S a fibres de dimension n, il existe une structure du (n+2)-cube 
canonique sur le foncteur 5' : PIC{X) — > PIC{S) telle que: 
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1. Si IT est un morphisme fini, la structure du carre correspondante est simplement celle 
donnee par la norme ( [5. 

2. Si D est un diviseur relatif sur X, les structures du (n+2)-cuhe sur 5'-^ : PIC{X) — > 
PIC{S) et du (n+l)-cube sur 6'j-) : PICi^D) — > PlCi^S) sont compatibles aux isouior- 
phismes de restriction. 

Preuve. La preuve s'effectue par recurrence sur n. 
Le cas de la dimension a ete traite dans (5.1). 



Soit n un entier strictement positif, supposons que, pour tout morphisme projectif et plat 
Y — > S a fibres de dimension p < n, on sache construire une structure du (p+2)-cube sur 
S'y verifiant les proprietes 1 et 2 du theoreme. Soit vr : X — > S projectif et plat a fibres 
de dimension n, construisons une structure du (n+2)-cube sur 5'-^. D'apres la proposition 
( [4.4.6|) , on doit done construire, pour tout (n + 2)-cube A dans PIC{X), des isomorphismes 
SA,i '■ ^{{(PiY^) — ^ verifiant des proprietes de symetrie et de compatibilite aux 

recollement de (n + 2)-cubes. Cette construction, qui occupe les paragraphes suivants sera 
decoupee de la fagon suivante: 

• Si un (n + 2)-cube A possede une arete Lj ayant une section reguliere aj, on construit 

un isomorphisme SA,i,aj '■ '^(('/'i)*^) ~^ ^ii^i)*^ dependant du choix de aj. 

• On s'affranchit de la dependance en la section aj, sous I'hypothese que A possede deux 
aretes Lj et suffisamment positives (on dira dans ce cas que A est suffisamment 
positif dans les directions i et j). 

• On elimine enfin cette hypothese de positivite; 



5.4. Construction et proprietes de SA,i.aj- 

5.4.1. Construction. Une section reguliere aj de la j-ieme arete Lj de A definit un diviseur 
de Cartier relatif D et A est isomorphe a un (n + 2)-cube ( K — -. — K <^ OxiD) )• On 

dispose done, d'apres (|5.2| ), d 'isomorphismes de restriction (5((</)^)*j4) — > (5((</)-)*K(£')|d) et 
J((</)")*^) — > 5{{(j)'-)* K {D)\£)) , provenant du diagramme de suites exactes 

— > m*K — > m*K{D) — > {ct>[yKmD — > o 

et du diagramme analogue faisant intervenir {(j)'-)*K. L'hypothese de recurrence, appliquee 
au (n + l)-cube K{D)\£) sur le schema relatif D/S de dimension n — 1 entraine I'existence 
d'un isomorphisme 

SK(D)\,,i : 5m*K{D)\D) ^ 5{{<l^'lrK{D)\D). 
En composant sx(D)|D,j ^^^^ isomorphismes precedents, on obtient SA,i,aj- 

5.4.2. Comportement de SA.i.uj po-f recollement. Si deux (n + 2)-cubes ^ et -B sont recollables 
le long de leurs i-eme face, ils ont alors meme j-ieme arete Lj. Si Li possede une section 
reguliere aj definissant un diviseur relatif D, on peut alors ecrire A { K — -. — K 0{D) ) 

et 5 =~ ( K' — K' (g) 0{D) ), avec K = { Ki — K2 ) et K' = { K2 — ). En 
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^ i^a > Ks{D) ^ K3{D)\d > 

B 

^ K2 ^ K2{D) ^ K2{D)\d > 

A 

Ki — - Ki{D) Ki{D)\d 



et en utilisant que, d'apres I'hypothese de recurrence, 



on obtient: 



S{K{D)\B*iK'(D)\D),i = SK'iD)\D,i ° ^K{D)\D,i 



SA*iB,i,cTj — SB,i,D ° SA,i,aj- 



5.4.2. Lemme (Lien entre SA.i.oj ct SA.i.ak)- Supposons que les aretes Lj et du n + 2- 
cube A possedent des sections regulieres aj et et soit i ^ j, k. Si I'une des deux hypotheses 
suivantes est verifiee: 

1. X/S est a fibres de dimension 1 et Z{aj) n Z{ak) = 0. 

2. X/S est d fibres de dimension n > 1 et les suites {aj,ak) et {ak,crj) sont tt -regulieres 



On a dors SA,i,aj = sa,: 



Preuve. Soient D et E les diviseurs dc Cartier relatifs efFectifs definis par SA,i,aj et SA,i,akJ 

/ K{E) K{D + E) \ 



ecrit alors A sous la forme A 



\ 



K 



K{D) 



, ou K est un n-cube. Ecrivons 



le diagramme suivant, dont les lignes et les colonncs sont des suites cxactes courtcs, et qui 
relie le (n + 2)-cube A sur X aux {n + l)-cubes A' et A" sur £^ et D et au n-cube A'" sur 
Dr\E: 



(16) 



A" 



K{E) \e^—^K{D + E)\e 



A' 



K{E)\ 



DnE 



K{E)^ ^ K{D + E) 



K{D) 



■A" 



K{D + E)\d 

k 

kCd)\d 



■A' 
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Cas 1: 

K est ici un 1-cube ( L 
M{E)\e- 



M ) et le diagramme ( [T6| ) se reduit alors a: 
M{D + E)\e 



L{E)\ 




M{D + E)\d 



L{E) 



M{D)\d 



L{D)\d 



oil k} = {1, 2, 3}. On peut alors ecrire un diagramme d'isomorphismes: 




.<5(C(^')) 



dont les lignes superieures et inferieures proviennent respectivement des faces avant et arrieres 
du diagramme precedent et les fleches obliques sont les isomorphismes decrits dans ( ^.2.1 ) . II 
s'agit de montrer que le trace exterieur est commutatif, ce qui provient du fait que les deux 
triangles lateraux sont commutatifs par la remarque ( 5.1.4| ) et que les deux autres triangles 
sont commutatis par le lemme ( ^■4.2 ). 
Cas 2 

Le diagramme ( [l^ ) induit un diagramme commutatif d'isomorphismes 



6iA") 



5{A) 



6iA" 



5{A') 



Par construction, a identifie SA',i a SA,i,aj et 7 identifie SA",i a Syi,i,o-fc- Par Phypothese de 
recurrence appliquee a Sd, 5e et 5Dr\E: les isomorphismes (3 ei 5 identifient respectivement 
sa> i et sa" i a sa»' i, ce qui prouve I'assertion dans le cas 2. □ 



5.4.3. Lien entre SA,i,aj e.tsA,k,aj- Soient ^ un (n+2)-cube sur X dont la j-ieme arete possede 
une section vr-reguliere Gj et soent i,k deux indices distincts et distincts de j, montrons que 
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les trivialisations de 6{A) induites par SA,i,aj et SA,k,aj different d'un signe egal a eik{A) 
(introduit dans la proposition ( [4.4.6| )). 

/ K2 \ 



A cet effet, ecrivons K sous la forme 



K 



et notons D le diviseur de C artier 



relatif defini par Oj. Considerons le diagramme suivant dont les lignes sont des suites exactes 
court es: 



K^{D)\d 



K2^ 



K2{D) 



K2{D)\ 



D 



Ki{D) 



Kim 



D 



Ko{D) 



D 



le cube de gauche de ce diagramme est precisement A et les suites exactes donnent un iso- 

/ K2{D)\d K3{D)\d \ 



morphisme entre S(A) et 6 



\ 



Cet isomorphisme identifie les 



Ko{D)\d^Ki{D)\d 

trivialisations de 6{A) induites par SA,i,cTj et SA,k,aj aux trivialisations de 5{K{D)\£)) induites 
par SK{D)\n,i et sx(D)|o,fc- Or, par I'hypothese de recurrence, interpretee a la lumiere de 
la proposition ( 4.4.6|) , ces deux trivialisations different d'un signe eik{K{D)\£)). On con- 
clut en affirmant que eik{A) = eik{K{D)\£)). En effet, par I'additivite de la caracteristique 
d'Euler-Poincare, on a: 



Xd/s{Ko{D)\d) = xx/s{Ko{D)) - xx/s{Ko) = Xx/s{ Ko Ko{D) ) 



et done: 



i^{A) = (-l)Xx/siKo)-Xx/siKo{D)) ^ ^_i^Xd/s{Ko{D)\d) ^ eik{K{D)\D) 



5.5. Elimination des hypotheses de diviseurs efTectifs. Pour tout (n + 2)-cube A suff- 
isamment positif dans les directions i et j et tout indice i ^ j, k, on construit dans cette 
section un isomorphisme 

SA, : S{cl>^A) ^ 5{<p'tA), 



fonctoriel en les isomorphismes de (n + 2)-cubes et compatible aux empilements de cubes 
dans la direction i (conditions 1 et 2 de la proposition (4.4.6)). 
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5.5.1. Premiere reduction. Soit A un (n + 2)-cube suffisamment positif dans les directions i et 

/ K^M K®{L®M) \ 



j. A est alors isomorphe un (n + 2)-cube 



V 



K(g)L 



avec L, M > 0. 



Considerons les fibres projectifs Pl et Pm sur S et effectuons le changement de base 



PlxP, 



M 



X 



s 



Notons encore K, L et M les images reciproques de K, L et M par g et introduisons les 
faisceaux inversibles L' = L ® 7rp^Op^(l) et M' = M 

/ K®M' K®{L'®M') \ 



TT*p^^Op^,j{l) et considerons le (n + 



2)-cube A' 



\ 



K 



sur Xp^xPm- On a des isomorphismes 



canoniques: 6{K ® V) ^ f*6{K ^ L) ^ {Op^{l)Y^/s^^^^\ 6{K ^ M') ^ f*5{K®M)® 
{Op^,{l)Y^/s{K®M) s[K®L'®M') ^ f*5[K®L(^M)(^[Op^{l)(^Op^,{l)Y^/siK®L®M)_ 

L'egalite Xx/s{I^ ® L M) = xx/si^ ® L) = xx/s{K ® M), deduite de ( |3.3.2| ), entraine 
alors I'existence d'un isomorphisme canonique 

5{A') ^ r6{A) 

Comme on a f^:f*Op^xsPM = ^s, on en deduit que la donnee d'un isomorphisme SA,i '■ 
6{cl)'*A) — > 6{(j)'^*A) sur S est equivalente a la donnee d'un isomorphisme sa'a '■ ^{4'^^') — *■ 
'A')snr PlXsPm. 



/.'* 



5.5.2. Construction de SA',i sur des ouverts. Considerons les ouverts Ul = Pl\ Zl et Um = 
Pm \ Zm introduits en (^). Sur Xj/^xPm) on dispose d'un diviseur relatif et d'un 
isomorphisme canonique L' — > 0{Dl). Le cube A' est done canoniquement isomorphe sur 

■^UlxPm ^ un cube de la forme ( Kq Kq{Dl) ). En appliquant la construction ( 5.4.1| ) 

a cette situation, on obtient un isomorphisme canonique s' : 5{(I)'*A) — > 5{(t)'l* A) defini sur 



Ul xs Pm- La meme construction, effectuee en intervertissant les roles de L et M, nous 
donne un autre isomorphisme s" entre les memes faisceaux et defini sur Pl Um- 

5.5.3. Lemme. s' et s" coincident sur Ul xg Um- 



Preuve. Soit p la projection Ul Xs Um 
ferme Z de Ul x s Um tel que 



Um- Le lemme ( |2.4.3 ) montre I'existence d'un 



L Vtt G C/a/,Vx G Z„,Prof(Op-i 



{u),x, 



> 1. 



2. Au dessus de ^ = {Ul XsUm)\Z, les diviseurs Dl et Dm sont en position d'intersection 
complete et {Dl n Dm)v est plat sur V . 

Au dessus de V , s' et s" coincident d'apres ( ^.4.2| ). On en deduit done, d'apres (0,19.9.8), 
en utilisant la propriete 1 que s' et s" coincident sur Ul Xs Um- D 
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5.5.5. Extension de s' et s" d Pl xs Pm- Considerons le ferme Y = Zl xs Zm du s- 
schema Pl xs Pm- Le lemme ( |2.4.1| ) entraine que pour tout s G et tout y £ Ys, 
on a Prof(C'(p^xs-PM)s,y) — 2- isomorphismes s' et s" sont definis respectivement sur 
Ul Xs Pm et Pl Xs Um et coincident sur Ul x s Um- Us definissent done un isomorphisme 
s : S{{(j)'i)*A) ^ 6{{(I)'^)*A) sur I'ouvert U = {Pl xs Pm) \ Y. Par (g, 19.9.8), s se prolonge 
alors (de maniere unique) k Pl xg Pm en un isomorphisme s^f. : S{<p'*A') ^ S{(t)'-*A') 
dependant a priori du choix des directions j et k. 

Par la reduction ( ^.5.1 ), on deduit de cette construction un isomorphisme 



. : 5{<P':A') ^ 5{C^) 
defini maintenant sur 5. II reste a montrer le 

5.5.5. Lemme. s^^^ est independant du choix des directions j et k. 

Preuve. Supposons en effet que A soit sufhsamment positif dans trois directions differentes 
j, k,l ^ i. A s'ecrit done de trois fagons differentes ( Kj — ■ — L ), ( K/. M ) 

j k 

et ( Ki —j— Ki®N), avec L, M, » 0. Montrons alors s^^- = s^'^ 

II suffit de le montrer apres changement de base par Pm — > 5*, et done apres changement 
de base par Um — ^ S (par le meme argument que dans la preuve du lemme ( ^.5.3|) ). Mais, 
par construction, au dessus de Um les isomorphismes s^^^ et s^''^ proviennent tons deux de 
la structure du cube associee au schema relatif Dm/S, et sont done egaux. □ 

5.5.7. Proprietes des isomorphismes ainsi construits. On a done construit, pour tout (n + 2)- 
cube A, qui est suffisamment positif dans deux directions et pour toute direction i differente 
des precedentes, un isomorphisme 

SA, : S{<p'*A) ^ 5{<p'rA) 

les SA,i verifient les proprietes suivantes: 

1. Si les deux (n + 2)-cubes A et B sont suffisamment positifs dans deux directions 
differentes de i et ont leur i-eme face en commun, alors: 

SB,i ° SA,i = SA*iB,i 

2. Si SA,i et SA,j sont tons les deux definis, alors les trivialisations de 6{A) qu'elles induisent 
different d'un signe egal a eij{A). 

3. Si A est suffisamment positif dans deux directions differentes de i, pour toute permuta- 
tion cj € S'n on a: 

Sa*A,i = SA,a{i) 

Pour montrer les proprietes 1 et 2, on choisit une direction k dans laquelle A est suffisamment 
positif, et on ecrit A = { K — - — K (E) L ) avec L ^ et on effectue, comme precedemment, 

un changement de base Ul C Pl — > -S*, ce qui permet de disposer d'un diviseur effectif Dl- 
La propriete 1 provient alors de la propriete de recollement ( 5.4.2| ) et la propriete 2 provient 



du lien entre SA,i,D et SA,k,D ( 5.4.3| ), montres tons les deux sous I'hypothese de I'existence 
d'un diviseur effectif. 

Pour la propriete 3, il suffit de montrer I'egalite So-*A,i = SA,a{i) dans le cas oii a est une 
transposition ars et oii A est suffisamment positif dans au moins une direction k differente 
de r et de s. On ecrit alors A = { K K ® L) avec L ^ et on effectue le changement 
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de base Ul C Pl — > S. L'egalite provient alors de I'egalite analogue pour le (n + l)-cube 
K (8) L\dj^, qui est verifiee d'apres I'hypothese de recurrence. 

5.6. Elimination des hypotheses de positivite. On veut etendre ici la definition de SA_,i 
a un (n + 2)-cube quelconque A dans PIC{X). 

5.6.1. Remarque. Si ^4 et 5 sont deux (n + 2)-cubes dans PIC{X), recollables le long de 
leur j-ieme face (notons C = A*j B) et tels que SA,i et SB,i sont bien definis. On pent alors 
definir un isomorphisme SA,i (E) SB,i '■ 5{4>'*C) — > 6{(j)'-*C) par: 

Notons que si sc,i est aussi defini, on a la relation: 

SC,i = £ij{A)sA,i ® SB,i , 

resultant de la comparaison entre SA,i et saj et de la relation scj = SA,j sbj- 
On pent alors enoncer le 

5.6.2. Lemme. Soit i un indice compris entre 1 etn + 2 et soit A un {n-\-2)-cube suffisam- 
ment positif dans une direction j ^ i- 

1. Pour toute direction k ^ i,j, il existe un {n + 2)-cube B recollahle avec A dans la 
direction k tel que B et A*kB soient tons les deux suffisamment positif s dans la direction 
k. 

2. Soient k et I deux directions eventuellement egales mais distinctes de i et j et soient B 
(resp. B' ) deux {n + 2)-cubes recollables avec A dans les directions k (resp. I) tels que B 
et A*}^B sont suffisament positifs dans la direction k et B' etA*j^B' sont suffisamment 
positif s dans la direction I. Alors les deux isomorphismes: 

SA*kB,i <X) Sg^i SA*tB',i ® s]^}^i : (5(0^^) — ^ ^(l^i*^) 

sont egaux. 

Preuve. Le premier point resulte du fait que pour tout faisceau inversible L sur X, on pent 
trouver un faisceau inversible M 3> tel que L M ^ 0. 

Montrons d'abord le second point quand k = I. Dans ce cas, on peut trouver des (n + 2)-cubes 
C et C, suffisamment positifs dans la direction k , tels que A *k B *k C = A *k B' *k C et 
B *k C, B' *k C et A*k B *k C sont suffisamment positifs dans la direction k. On a alors en 
utilisant la remarque ( ^Xl| : 

SA*kB,i S]^^- = SA*kB*kC,i ® SfiifcCi = SA*kB'*kC',i ® Ss'l^Ci = ^A*kB',i ® s]^}^i 

Dans le cas oil k ^ I, on introduit un (n + 2)-cube C determine uniquement par les conditions 
suivantes: C est recollable avec B dans la direction I et avec B' dans la direction k, comme 
le deer it le diagramme suivant: 



n 



B' 


C 


A 


B 



k 



En notant D le cube total, on ecrit alors: 

SA*t,B,i ® s^]i = sc,i «) Sfi'^^ci ® ^B^i = ^c,i ® s^l^ci ® «BV = SAnB',i ® s-}^ 

□ 
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Ce lemme permet done de definir SA,i ■ S{(j)'*A) — > 5{(j)^*A) des que A est sufiisamment 
positif dans une direction j ^ i par la formule: 

SA,i = S~^^i ° SA*^B,i 

En reiterant cette argument, on construit SA,i pour tout (n + 2)-cube A dans PIC{X), sans 
hypothese de positivite sur A. 

5.6.3. Lemme. Les isomorphismes SA,i ainsi construits verifient les proprietes de la propo- 
sition ( 4-4-^ )- 



Ce qui conclut la preuve du theoreme principal. □ 

6. Fibre d'intersection et resultant 

6.1. Fibre d'intersection. Pour tout morphisme projectif et plat vr : X — > S, a fibres de 
dimension n, sur un schema 5 localement noetherien, definisssons le (n + l)-foncteur: 

Ix/s ■■ Pic^+Hx) 

'IL-t-L I \ 

(Li, • • • ,Ln+l) 





appele foncteur fibre d'intersection pour X/S. 

6.1.1. Proposition. Le foncteur Ix/s ('^ + ^)-foncteur additif en chaque variable, 

verifiant les proprietes suivantes: 

1. La formation de Ix/s commute aux changements de bases. 

2. Ix/s 6st muni de donnees de symetrie, compatibles avec les donnees d'additivite en 
chaque variable. 

3. Si TT : X — > S est fini et plat, le foncteur Ix/s '■ PIC{X) — > PIC{S) est simplement 
le foncteur norme Nx/s les contraintes d'additivite pour Ix/s ^ont les isomorphismes 
usuels Nx/siL (g) L') ^ Nx/s{L) ® Nx/s{L'). 

4. Soient Li, • • • , L„+i des faisceaux inversibles sur X et cxn+i une section n-reguliere de 
L„_(_i definissant un diviseur de Cartier relatif effectif D. II existe un isomorphisme 
canonique: 

Pd '■ Ix/s{Li, • • • , Ln+i) — > Id/s{Li\d, ■ ■ ■ ■,Ln\D) 

qui est fonctoriel en les isomorphismes Li — > L'- pour 1 < i < n et compatible avec 
les donnees d'additivite et de symetrie de Ix/s ^^s Li,--- , Ln et de Id/s eri les 
Li\d,- " ) Lnlo- 

5. Si, en plus des donnees de 4, on dispose d'une section an de Ln telle que (cr„,cr„+i) et 
(d^+i, o"„) sont des suites n-regulieres, notons E le diviseur defini par an. Le diagramme 
suivant est alors commutatif: 

Ix/s{Lir ■ ■ ,Ln+i) > Id/s{Li\d,- ■ ■ ,Ln\D) 



Pe 



Pe 



Ie/s{Li\e, - ■ ■ , Lu-iIe, Ln+l\E) > lonE/ s{Li\Dr\E, ■ ' ' 1 Ln~l Idhe) 
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Preuve. Notons que, par definition, 

C'est done le {n + l)-foncteur multi-additif et symetrique associe a la structure du cube 
sur le foncteur 5 : PIC{X) — > PIC{S). La propriete 1 provient de la compatibilite du 
foncteur 5 aux changements de bases. L'existence de donnees d'additivite en chaque variable 
et de donnees de symetrie compatibles a I'additivite provient de l'existence d'une structure 
de (n + 2)-cube sur 5. L 'identification 3 de Ix/s ^t Nx/s dans le cas d'un schema relatif fini 
et plat est simplement la definition de la structure du carre dans le cas de dimension relative 
0. 

II reste a construire I'isomorphisme pn- Les isomorphismes de restrictions decrits en 
induisent un isomorphisme canonique: 

6x/s{KoxiOx{D),Li,--- ,Ln))^5D/s{Kox{D)\n{Li{D)\D,--- ,Ln{D)\D)) 
Par ailleurs, I'egalite 

KoxmD(Ll{D)\D,--- ,Ln{D)\D)=Koo{Li\D,--- ,Ln\D)®On Ox{D)\d 

induit, d'apres ( tj.4.4D , un isomorphisme 

/ s{Kox(D)\o{^i{D)\d , ■■■ , Ln{D)\D)) > Id/s{Li\d, ' • • ,Ln\D)- 

D'apres les proprietes des structures du cube pour d/)/^ et 5x/Si ces deux isomorphismes sont 
fonctoriels et additifs en chaque Li et compatibles aux donnees de symetries. Notons po leur 
compose; il verifie done les proprietes demandees. □ 

6.1.2. Corollaire. Soient Li,--- ,L„ des faisceaux inversibles sur X et (fii,--- ,cr„) une 
suite TT-reguliere de sections des Li. Notons Di le lieu des zeros de ai. Pour tout faisceau 
inversible L sur X, les isomorphismes de restriction successifs de H^^^Di d H^^lDi induisent 
un isomorphisme canonique: 

Ix/s{Li,--- ,Ln,L) — > A''Din-nD„/5(^|Din-nD„) , 

fonctoriel en les isomorphismes L — > L' et additif en L. 

Preuve. Remarquons que, par hypothese, pour tout entier p tel que 1 < p < n, Di n • • ■ n 
Dp — > S est un morphisme projectif et plat a fibres de dimension n—p et Difl- • -nDpflDp+i 
est un diviseur de Cartier relatif effectif de DiH- • -DDp/S. On peut done iterer la construction 
precedente, et on obtient un isomorphisme 

Ix/s{OxiDi), - ■ ■ ,OxiDn),L) — ^ -^Din---nD„/5(-^lDin-nAi) • 
On conclut alors en utilisant le fait que Di fi • • • Pi Dn — > S est fini et plat, ce qui entraine 
que /z3in-nD„/5(^lDin-nD„) - ^Din-nD„/s(^lDin-nD„)- La fonctorialite et I'additivite de 
I'isomorphisme obtenu se verifient a chaque etape de I'iteration. □ 

6.2. Sections du fibre d'intersection. 

6.2.1. Cas de la dimension 0. Soit vr : Y — > T est un morphisme fini et plat, et soit L un 
faisceau inversible sur y, muni d'une section a qui ne s'annulle pas au dessus d'un ouvert 
U = T \ Z de T. La section a induit un isomorphisme 0\yij — > Myui l^i induit done par 
fonctorialite un isomorphisme Nyjj/ui'^) '■ C>u — ^ {Ny/tL)\u- Celui ci se prolonge en une 
section s : Ot — > Ny/tL^ non nulle en dehors de Z et definie par le morphisme 

det 7r*s : det vr^Oy — > det 7r*L . 
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6.2.2. Construction d'une section sur un ouvert. Soit tt : X — > S un morphisme projectif 
et plat, a fibres de dimension n et Li, • • • , Ln+i des faisceaux inversibles sur X. Supposons 
que Ton dispose de sections crj de chaque Lj telles que (ai, • • • , (T„) est une suite vr-reguliere. 
Notons Di le Heu des zeros de CTj et U I'ouvert de S au dessus duquel Di D ■ ■ ■ H Dn+i = 
, on pent appfiquer ce qui precede au morphisme fini et plat Di H ■ ■ ■ D Dn — > S, au 
faisceau inversible -Z^n+i|Din - nD„ et a sa section crn+i\Din---nDn- On obticnt ainsi une section 
Os — > Ix/s{Li, • • • , Ln+i), dont la restriction a U est un isomer phismc. 

6.3. Construction du resultant. Soit vr : X — > S un morphisme projectif et plat, a fibres 
de dimension n et Li, • • • , Ln+i des faisceaux inversibles sur X. Effectuons le changement de 
base: 

Xp ^X 



Pour tout entier i, notons pi la projection dc P sur Pi et vTj la composee X — >■ P — > Pi, 
et considerons le faisceau inversible L'^ = g* Li ® t:*Op^{1). Considerons alors le faisceau 
inversible sur P: 

Res{Li,--- ,L„+i) = 7j5fp/p(L'i, • ■ ■ ,-^n+i) 
6.3.1. Lemme. Res{Li,--- ,Ln+i) est canoniquement isomorphe a f*Ix/si^ij ' " )-^n+i)® 

n+l 

^^PiOp^{ki), ou ki : S — > Z est la fonction localement constante qui d s E S associe le 

i=l 

nombre d'intersection sur Xg des restrictions d Xg des faisceaux Lj pour j ^ i- 

Preuve. Rappelons que, si K est un p-cube dans PIC{X), pour tout faisceau inversible L sur 
S, on a un isomorphisme canonique S{K (g) tt*L) S{K) (8) L'^^^/^^'^\ Soit 1 < i < n + 1, 
notons ,in les n entiers compris entre 1 et n + 1 et distincts dc i, classes par ordre 

croissant. Si Mj^, • • • , Mj^ sont des faisceaux inversibles sur P, on a alors: 

XXp/p{KoA9*Li,(^T^*Mi^,--- ,g*U^®TT*MiJ = 

XXp/p{Kox{9*Lh,--- ,9* Li J = xx/s{Kox{Lh, - ■ ■ ,LiJ) = ki 

On pent alors ecrire: 
Res{Li,--- ,Ln+i) = Ixp/p{L'i, - ■ ■ , 9* K+i (S> 7riOp^^,{l)) 

~ d{K)-^ 6{K g*Ln+i 7r*Op„+i(l)) ^ SiK)-^ 6iK g*Ln+i) (p*Op„+i (1))^"+^ 

^ <5( K K ® g*Ln+i ) 0p*Op„^,{kn+l), 

oil Ton a pose K = Kox{L[, ■ ■ ■ ,L'^)- En effectuant la meme operation sur chacun des Lj, 
on obtient finalement: 

n+l 



Res{Li,--- ,Ln+i)^Ixp/p{9*Li,--- ,g*Ln+i) (E) (^p*Op^{ki 

1=1 

n+l 

c^rix/s{Lu--- ,Ln+l)(E)^P*Op^{h) 



i=l 
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□ 



Pour tout i, considerons la section canonique o"j des Lj sur Xp et notons Di le lieu des zeros de 
(Tj. On va construire une section canonique Res{ai, • ■ • , (Jn+i) de Res{L[, • ■ ■ , i^+i), qu'on 
appellera resultant des . 

Pour toute permutation cp E S'n+i, notons U,f) I'ouvert de P au dessus duquel (o"<^{i), • • • , o'<^(n)) 
est une suite vr-reguliere. 

6.3.2. Lemme. Soient U - 
complementaires. Si f : P — 

1. Pour tout z ^ Z , on a: 

2. Pour tout z E Z' , on a 

Preuve. Soit z G Z, soit A; < n la longueur maximale d'une suite vr-reguliere prise parmi les 
(Tj au dessus de z, soit ((7^(i), • • • une telle suite et soit P' = Pcf,(i) xs • • • xs P(f,(k)- 

Decomposons / : P — > S en 



P' Xs P4,{k+i) 




P' P<t>{k+2) 



= U^G5n+i etV = n^G5n+i ^<l> ^"'^^^^ Z et Z les fermes 
— > S designe le morphisme structural, on a: 

Prof{Of-^^f^,))^,) > 2. 



Par le lemme (2.4.3), p'{z) est contenu dans un hyperplan de la fibre {q') ^{p{z)) et, de 



meme, p"{z) est contenu dans un hyperplan de la fibre {q")~^{p{z)). Done z est contenu dans 
I'intersection de deux hyperplans de la fibre p~^{p{z)) et done dans I'intersection de deux 
hyperplans de f~^{f{z)), ce qui montre le resultat. 

La deuxieme assertion se montre de maniere analogue. □ 

Pour tout (j) E Sn+i, on a un isomorphisme defini sur I'ouvert U^: 

(17) Ix/s{Li, ■■■ , Ln+i) — > A''D<^(i)n-nz)^(„)/s(-^(/.(n+i)) 

et la section ND^^^^n■■■nD^^„)/s{(^<j>{n+l)) definit done une section s^ de Ix/s\u^- 

6.3.3. Lemme. Pour tous (j),tp £ Sn, on a S(^|y = s^\v- 

Preuve. Si 0(n + 1) = ^p{n + 1), ceci provient de I'assertion 5 de la proposition ( |6.1.1| ). II 
suffit done de montrer I'assertion dans le eas oii (f){n) = ip[n + 1) et <j){n + 1) = ipln). Notons 
alors Y = D^^^i) n ■ ■ ■ n C'est un schema relatif sur S a fibres de dimension 1 et les 

isomorphismes (0) correspondant a et se factorisent en 



Ix/si^l, ■ ■ ■ ,Ln+l) > lY/s{L,p{n), L^(^n+1)) ^ ^YnD^(„)/5(-^(/){n+l)) 
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Le lemme (5.2.2) entraine que le diagramme 



^ynD^(„)/s(-^</.(n+l)) lY/s{L^{n),L^(n+l)) 




^FnD^(„+i)/s(-C'0(n)) 
est commutatif, ce qui montre I'assertion. 



□ 



En utilisant rassertion 2 du lemme (6.3.2), on en deduit que et coincident sur U^{MJ^. 
Les definissent done une section de Ixp/P sur I'ouvert U de P. D'apres I'assertion 1 du 
lemme ( 6.3.2 ), une telle section se prolonge de maniere unique en une section de Ixp/P sur 



P. 

6.3.4. Definition. On appelle resultant de ui, • • • , cxn+i et on note Res{ai, • • • , dn+i) I'uni- 
que section de Ixp/P l^i coincide avec sur I'ouvert pour tout (f) £ Sn+i- 

Les resultats suivants justifient la terminologie "resultant": 

6.3.5. Lemme. Soit R C P Vimage par vr du lieu des zeros de la section cr = @(Ti de @L'^. 
R est un ferme de P et pour tout point p G P tel que Prof{Opj,^^^^p) < 1, p est element de R 
si et seulement si Res{ai, ■ ■ ■ ,an+i)ip) = 0. 



Preuve. D'apres la partie 2 du lemme (|6.3.2 ), il suffit de montrer que, pour tout point p 
de I'ouvert U = \J(j,^s„+i^<t>^ ^ Res{ai,--- ,cj„+i)(p) = si et seulement si p € R. 
Soit done p G U et (p G Sn+i tel que p G U^j,. Sur C/^, Res{(7i,--- ,an+i) coincide avec 
-^^<#.(i)n - ni:)^(„) ('7</){n+i)) et cette section s'annulle si et seulement si a^(^n+i) s'annulle en point 
de la fibre (-D^{i) H • • • n D^(^^-^)p, ce qui montre le resultat. □ 

6.3.6. Lemme. Pour toute permutation (j) G Sn+i, I'isomorphisme de symetrie 

Res{L^i), • • • , — > Res{Li, • • • , L„+i), 

provenant des isomorphismes de symetrie du fibre d'intersection, echange leurs sections re- 
spectives Res{a^(i),--- ,cr^(„+i)) etRes{ai,--- ,an+i). 

Preuve. II suffit de montrer cette egalite sur I'ouvert V = n^GS^+i ^fj) et de plus il suffit 
de considerer le cas ou (p est une transposition de deux indices i et j. Si n = 1, il suffit 
alors d'appliquer le lemme ( 5.2.2| ). Si n > 1, choisissons une permutation ij) £ Sn telle que 
il){n + 1) ^ {^) j}- Comme, sur V , la section Res{ai, ■ ■ ■ ,cr„+i) se factorise en: 



Os — > ^D^(i)n-nDy,(„)/s(-^^i/)(n+i)) — ^ Ix/si^i^ • • • jLn+l) , 
le resultat en resulte, puisque -D^(i) n • • • fl -D^(n) est invariant par la transposition 



□ 



6.3.7. Multiplicativite du resultant. Solent L[,L'(, L2, • • • , Ln+i des faisceaux inversibles suf- 
fisamment positifs sur X et supposons de plus que L[ L" S> 0. On notera alors P' = 
Pl[ X5- • • xsPl„+i, P" = Pl'I xs--- >^sPl^+„P = P' xsP" et Q = Pl^^^l^, x^- • • xgP^^^,. 
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Le morphisme canonique de multiplication des sections m : P^,/ x 5 P^/^/ 
un morphisme note toujours m : P 



'II induit 



Q. Considerons alors le diagramme suivant 
a 



(18) 








F 




Pi 




Pi' 




■ 








p 







On notera enfin pi les differentes projections de P, P' ou Q sur Pj,. et tTj leur composee avec 

TT. 

6.3.8. Lemme. /Z existe un isomorphisme canonique de faisceaux inversibles sur P' X5P" 
m*Res{L[ (g) L'l, L2, ■ ■ ■ , i^n+i) ^ (p'i)*Pes(L'i, L2, • • • , ^n+i) ® {p'if Res{L'{, L2, • ■ ■ , L„+i) 
g'uj induit une egalite sur les sections: 

m*Res{T, (72, • ■ ■ , crn+i) = (p'l)* Res{a'l, (72, • ■ ■ , c^n+i) <8) (pi)*Pes((7i, cr2, • ■ ■ , (^n+i) 
ou T est la section canonique de f*(Li L[) T^\Op , .,,(1). 

Preuve. II existe un isomorphisme canonique de faisceau inversibles sur P' X5 P": 

En prenant I'image inverse par tt et en tensorisant avec g*{L'^ <8) i^i), on obtient sur Xpiy^^pn 
un isomorphisme: 



n 



■■K*Op,^^{l)®g*{L'^®L'i) ^ ((ttD^Op^, (1) ® (K')*Op^,, (1) /L'/) 



qui identifie n*r avec cr^ (8) cr^'. La proriete de multiplicativite du fibre d'intersection Ixq/q 
induit done un isomorphisme: 

m*Ix^,Q{r{L\ ® L'l) ® TTlOp^,^^,, (1), • ■ ■ , /*L„+i ® <Op,^^^ (1)) ^ 

^XQ/Q(5*i^'i ® g*L'l ® K)*Op^, (1) ® K)*Op^,, (1), ■ ■ ■ , 5*i^n+i ® <Op,^+, (1)) 

^ (p;)*Pes(L;, • • • , Ln+i) {p'i)*Res{L'i ■■■ , L^+i) 

qui identifie les sections correspondantes. □ 

6.4. Lien avec la definition classique du resultant. Considerons le schema X = sur 
S = Spec{k). Dans tout ce qui suit, on ecrira explicitement X sous la forme Proj{k[Xi , Xn+i] 
et on considerera les n + 1 hyperplans Hi de X d 'equations Xi = 0. Fixons des entiers 

strictement positifs di, ■ ■ ■ ,dn+i et considerons les faisceaux Li = Ox{di), qu'on idcntificra 
a Ox{diHi), en notant Tj la section canonique correspondante. Les Li sont suffisamment 
positifs et on regarde les espaces projectifs Pi correspondants sont de dimension ('^'^") — 1. 
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Notons enfin Vi = H^{X, Li). 

L'isomorphisme canonique ( |6.3.1| ) s'ecrit ici: 



n+l 



Res{Li,--- ,L„+i) ^ <^PiOp^{ki) Ix/s{Li, - ■ ■ ,Ln+i] 



=1 



avec ki = Hf^-^idk- 
Ix/s{Li, ■ ■ ■ ,Ln+i) 
des coordonnees Xj 



Comme f^lJ^,^ Hi 



±±i — 0, Ix/s{'^ir " iTn+i) definit une trivialisation de 
On en deduit done un isomorphisme, associe canoniquement au choix 



n+l 



Res{Li 



n+l) 



La section canonique -Res(cJi,-- - de Res{Li,--- , Ln+i) definit done une section de 

<S)1=i P*Opi{ki) sur le produit P = Pi X • • • X Pn+i, c'est a dire un polynome quasi-homogene 
sur V = 0"^!^ Vi, de degre ki relativement a Vi. C'est le resultant etudie p ar Jo ua nolou 



dans On le notera alors i?es(cri, • • • , cr„+i). Notons alors que les lemmes ( |6.3.6 ) et (|6.3.8|) 
entrainent que ce polynome est symetrique etmultiplicatif en chaque groupe de variables. 

6.4.1. La formule de Poisson. Dans cette section, on interprete la formule de Poisson pour les 
polynomes resultants Prop 2.7,pl24), qui permet de calculer le resultant Res_{ai, ■ ■ ■ , an+i) 
par recurrence sur la dimension, en I'exprimant en fonction d'un resultant Res ja^ \h^' ■ ■ , c^l//) 
associe a un hyperplan H, et de la norme d'une fonction definie sur I'ouvert affine, complementaire 
de H. 

On note ici H I'hyperplan Hn+i de X et Q = -Pi x • • • x P„ de telle sorte que P = Q x Pn+i- 
Soit Z C Xp le lieu des zeros communs de o"i,--- ,cr„, considerons alors les ouverts Uq = 
{q G Q\Z n Hn+i n = 0} et [/ = Uq x Pn+i C P = Q X Pn+i- H est un espace projectif 
de dimension n — 1, muni de coordonnees Xi, ■ ■ ■ ,Xn, et on pent done definir un resultant 
Res{Li\H, ■ ■ ■ ,Ln\H) sur P{ x • • • P^, oii P/ = ¥{H^{H, LiY). Resumons d'abord dans un 
diagramme la situation: 



Res[ai 



Xjj C Xp 




Sur I'ouvert X \ H, on dispose d'un isomorphisme -L„+i — > Ox\h- La restriction dn+i de 
Un+i k P X {X \ H) est done une section de p* (0(1)). Comme Zjj est eontenu dans {X \ 
H) X U, la restriction de an+i a Zjj est bien definie et sa norme N^jj/ui^n+i) est une section 
de 

'^n+i^ i^n+i) ■ Notons que ces considerations montrent I'existence d'un isomorphisme 
canonique 



(19) 



Res{Li,--- ,Ln+i)\u ^ <+iOp„+,(A;„+i) 



qui identifie les sections Res{ai, • • • , an+i\u et Nz^/u{^n+i 
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6.4.1. Proposition (Formule de Poisson). Sur I'ouvert U, on a l'egalite entre polyndmes de 

r(c/o,o^j[K+i] •• 

Res{ai,--- ,crn+i)\u = T^Q'EesiailH,- ■ ■ , crn\H)\uo-^Zu/ui^n+i) 

Preuve. Utilisons la definition du faisceau resultant et la multiplicativite du fibre d'intersec- 
tion pour ecrire le diagramme d'isomorphismes: 

ResiLu--- ,Ln+i) Ix/s{L'i,--- ,L'^,P*Ox{dn+iH)) /^/^(l;, • • • , L^, <+iOp„+ 

II il il 

ResiL^,--- ,Ln+i) {Ih/s{L[\h,--- ,L'Jh)Y"^' Nz/p{K+iOp„+A^)) 

il U il 

(g) «) 

La deuxieme ligne de ce diagramme donne un isomorphisme 

(20) ResiL,, ■ ■ ■ ^ {in/siL'ilH, ■ ■ ■ ,^;|h))''"+^ ® A^z/p«+i(^p„+i(1)) 

En combinant la restriction de (pO|) a U et I'isomorphisme Res{ai\H, ■ ■ ■ ,o'n\H)\u ■ Ou 
Ih/s{L'i\h, ■ ■ ■ ,L':^\h)\u-, on obtient I'isomorphisme ([l9|) . La restriction de (pO|) a U iden- 
tifie done Res{ai,--- ,an+i)\u a = Tr'^,Res{ai\H, ■ ■ ■ ,crn\H)\uo ® ^Zu/ui^n+i)- L'egalite 
polynomiale recherchee s'en deduit en utilisant la definition des polynomes resultants et les 
isomorphismes de la partie inferieure du diagramme. □ 
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